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𝑅 و شعاعها  Ω 1,−1,0 فلكة مركزها  𝒮 لدٌنا  =  3.  

 التمرٌـــن الأول 

 :معادلتها الدٌكارتٌة تُكتب على الشكل التالً : إذن 

 :بعد النشر و التبسٌط نحصل على الكتابة التالٌة 

  . 𝒮 و هً عبارة عن معادلة دٌكارتٌة للفلكة 

                     ، 𝒮   نقطة من نقط الفلكة  𝐴 0,0,1و لكً تكون  

  . 𝒮 ٌكفً أن تُحقق إحداثٌاتها معادلة 

02:    لدٌنا  + 02 + 12 − 2 × 0 + 2 × 0 − 1 = 0 

  𝐴 𝜖  𝒮:    إذن بالفعل نستنتج أن 

 :    لدٌنا 
𝐴 0,0,1 

𝐵 1,1,1 

𝐶 2,1,2 

 :        إذن  
𝐴𝐵       1,1,0 

𝐴𝐶       2,1,1 
     

 :  تُكتَبُ بصفة عامة على الشكل  𝐴𝐵𝐶 المعادلة الدٌكارتٌة للمستوى 

∧      𝐴𝐵بما أن المتجهة   𝐴𝐶       منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶 .  

𝑎فإنه نستطٌع أن نأخذ   = 𝑏  و  1 = 𝑐  و  1− = −1.   

∶  𝐴𝐵𝐶 :       تصبح  𝐴𝐵𝐶 إذن معادلة     𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 𝑑 = 0 

  𝐶 أو 𝐵 أو 𝐴 بإحداثٌات إحدى النقط 𝑧 و 𝑦 و 𝑥 نُعوض 𝑑لإٌجاد قٌمة 

   . 0,0,1 نأخذ أسهل نقطة و هً  

0:  إذن  − 0 − 1 + 𝑑 = 𝑑:     و منه 0 = 1   

 :  تصبح  𝐴𝐵𝐶 المعادلة الدٌكارتٌة للمستوى  : و بالتالً 

,𝑑 Ωلدراسة الوضع النسبً لمستوى و فلكة نستدعً    𝐴𝐵𝐶  .   

∶ 𝐴𝐵𝐶   و   Ω 1,−1,0:  لدٌنا  𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0.   

,𝑑 Ω:    نلاحظ إذن أن   𝐴𝐵𝐶  = 𝑅𝑎𝑦𝑜𝑛 𝒮  

           .𝐴 فً نقطة وحٌدة و هً النقطة  𝒮   مماس للفلكة  𝐴𝐵𝐶 إذن  

 .  𝐴𝐵𝐶  و المستوى  𝒮  هً النقطة المشتركة الوحٌدة بٌن الفلكة 𝐴لأن 

   . 𝐴𝜖 𝐴𝐵𝐶  و   𝐴𝜖 𝒮:  ٌعنً 

 :للإجابة على هذا السؤال نستعٌن بالشكل التالً 

=  𝑛:  نضع  𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶       و لتكن  𝑀 𝑥, 𝑦, 𝑧  نقطة من  ∆ .  
   . 𝐴𝐵𝐶  و عمودي على  Ω مار من  ∆ نعلم أن 

  . 𝐴𝐵𝐶  تكون عمودٌة على المستوى  Δ إذن كل متجهة موجهة للمستقٌم 

  .  𝑛 تكون مستقٌمٌة مع  Δ و من تم فإن كل متجهة موجهة للمستقٌم 

  . Δ  متجهة موجهة للمستقٌم        Ω𝑀: لدٌنا 

 . متجهتان مستقٌمٌتان   𝑛 و        Ω𝑀: إذن 

=       𝑡𝜖ℝ   ;  Ω𝑀∃ :     ٌعنً  𝑡 𝑛   

   ;   𝑡𝜖ℝ∃ :      ٌعنً 
𝑥 − 1
𝑦 + 1
𝑧 − 0

 = 𝑡  
1
−1
−1
  

∶ ∆ :     أي     
𝑥 − 1 = 𝑡   
𝑦 + 1 = −𝑡
𝑧 = −𝑡       

   ;    𝑡𝜖ℝ  

∶ ∆ :    ٌعنً     
𝑥 = 𝑡 + 1    
𝑦 = −𝑡 − 1
𝑧 = −𝑡      

   ;    𝑡𝜖ℝ  

  . ∆ و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

,𝐻 𝛼لتكن   𝛽, 𝛾  و الفلكة  ∆   نقطة تقاطع المستقٌم  𝒮 .  

   . ∆ 𝐻𝜖  و   𝐻𝜖 𝒮:  إذن 

 نعوضها فً كل من المعادلة الدٌكارتٌة 𝛾 و 𝛽 و 𝛼و لتحدٌد قٌم المجاهٌل 

 : نحصل إذن على  ∆  و فً التمثٌل البارامتري للمستقٌم  𝒮 للفلكة 

 : فً آخر معادلة نجد 𝑡 بالتعابٌر التً تضم البارامتر 𝛾 و 𝛽 و 𝛼نعوض 

𝑡2:  ٌعنً  = 𝑡:    أي 1 = ±1   

𝛀 

. 

 𝟑 

𝑨 

𝑯 

 ∆  

 𝓢  

 𝑨𝑩𝑪  

 𝒮 ∶   𝑥 − 1 2 +  𝑦 + 1 2 +  𝑧 − 0 2 =   3 
2

 

 𝒮 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 + 2𝑦 − 1 = 0 

 𝐴𝐵𝐶 ∶ 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 

,𝑑 Ω : إذن   𝐴𝐵𝐶  =
 1 −  −1 − 0 + 1 

 12 +  −1 2 +  −1 2
=

3

 3
=  3 

 𝑡 + 1 2 +  −𝑡 − 1 2 +  −𝑡 2 − 2 𝑡 + 1 + 2 −𝑡 − 1 − 1 = 0 

3𝑡2 :هذه الكتابة البشعة تصبح بعد النشر و التبسٌط  − 3 = 0 

∧      𝐴𝐵 :و منه  𝐴𝐶      =  
1
1
0
 ∧  

2
1
1
  

=  
1 1
0 1

 𝑖 −  
1 2
0 1

 𝑗 +  
1 2
1 1

 𝑘   

= 𝑖 − 𝑗 − 𝑘   

 𝐴𝐵𝐶 ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

  𝐴 0,0,1  𝜖  𝐴𝐵𝐶:    لدٌنا 

𝐴 

  

𝛼 = 𝑡 + 1         
𝛽 = −𝑡 − 1     

                                    

𝛾 = −𝑡                                                 

𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛼 + 2𝛽 − 1 = 0

  𝑡𝜖ℝ 

1 

2 

3 

3 

2 

 أ

 أ

 ب

 ب
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  :1− و 1 بـ 𝑡 لتعوٌض قٌمة 𝛾 و 𝛽 و 𝛼نعود إلى تعابٌر 

𝑡:  إذا كان  =     𝐻 2,−2,−1:    فإن 1

𝑡:  إذا كان  = 𝐻:    ٌعنً  𝐻 0,0,1:    فإن 1− ≡ 𝐴   

  . 𝐻 2,−2,−1 و الأخرى 𝐴 فً نقطتٌن إحداهما  𝒮  ٌقطع  ∆ و منه 

 التمرٌن الثــــانً 

𝑧2:   المعادلة ℂلنحل فً  − 8𝑧 + 25 = 0 

=∆: لدٌنا   −8 2 − 4 × 25 = −36 =  6𝑖 2 

= 𝑇𝐵𝐶       𝐴ننطلق من الكتابة   𝐷.   

=      𝐴𝐷:   إذن حسب التعرٌف المتجهً للإزاحة نكتب  𝐵𝐶        

𝑑 :  نترجم هذه الكتابة المتجهٌة باللغة العقدٌة نجد  − 𝑎 =  𝑐 − 𝑏  

𝑑:  أي  −  4 + 3𝑖 = 10 + 3𝑖 − 4 + 3𝑖 

𝑑:  إذن  = 10 + 9𝑖 

  .2𝜋 بتردٌد 𝜋و نعلم أن عمدة أي عدد حقٌقً سالب ٌوافق 

1 :  ٌكفً الآن تحدٌد عمدة للعدد العقدي  + 𝑖    

arg 1:    إذن  + 𝑖 ≡
𝜋

4
  2𝜋  

;      𝐴𝐷 :    إذن  𝐴𝐵                ≡
5𝜋

4
  2𝜋  

 التمرٌن الثـــالث 

∶ 𝑃𝑛 :     العبارة المعرفة بما ٌلً  𝑃𝑛 لتكن    ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛 > 1 

𝑛من أجل   = 𝑢0:    لدٌنا 0 = 2 > 1   

 . صحٌحة  𝑃0 و هذا ٌعنً أن العبارة 

 . صحٌحة  𝑃𝑛 نفترض أن العبارة 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    ٌعنً  نفترض أن  > 1   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    إذن  − 1 > 0 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً 
1

5
 𝑢𝑛 − 1 > 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً    𝑢𝑛+1 − 1 > 0 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :    ٌعنً  > 1 

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 إذن العبارة 

 :    نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

𝑢𝑛+1 :    ندرس إشارة الفرق 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لدراسة رتابة المتتالٌة   − 𝑢𝑛   

. 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :   أن ( أ (2و نعلم حسب السؤال  > 1 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :      إذن  − 1 > 0 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٌعنً 
−4

5
 𝑢𝑛 − 1 < 0 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :   ٌعنً  − 𝑢𝑛 < 0 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :   ٌعنً  < 𝑢𝑛 

 .  تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً المتتالٌة  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀   :  1و بما أنها مصغورة بالعدد  > 1 .   

  𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ فإنها متقاربة و سوف نحدد نهاٌتها بالاستعانة بالمتتالٌة 

 :لدٌنا 
𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
=
−1

2
 𝑖 + 1  

arg :   إذن   
𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
 ≡ arg 

−1

2
 𝑖 + 1    2𝜋  

arg :    ٌعنً   
𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
 ≡ arg  

−1

2
 + arg 𝑖 + 1   2𝜋  

arg :   و بالتالً   
𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
 ≡ arg 

−1

2
 + arg 𝑖 + 1   2𝜋  

arg :     ٌعنً   
𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
 ≡ 𝜋 +

𝜋

4
  2𝜋  

𝑏 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
=
 4 − 3𝑖 −  4 + 3𝑖 

 10 + 9𝑖 −  4 + 3𝑖 
=

−6𝑖

6 + 6𝑖
=

−𝑖

1 + 𝑖
 

=
−𝑖 1 − 𝑖 

 1 + 𝑖  1 − 𝑖 
=

1 − 𝑖

12 − 𝑖2
=

1 − 𝑖

2
=
−1

2
 𝑖 + 1  

1  :     لدٌنا  + 𝑖 =  2 
 2

2
+ 𝑖 

 2

2
  

=  2  cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
  

=  2 𝑒
𝑖𝜋
4  

𝑢𝑛+1 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن  − 1 =
1

5
𝑢𝑛 +

4

5
− 1 

=
1

5
𝑢𝑛 −

1

5
 

=
1

5
 𝑢𝑛 − 1  

  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                                 
 𝑃𝑛   𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :     ٌعنً  > 1  

𝑢𝑛+1 :      لدٌنا  − 𝑢𝑛 =  
1

5
𝑢𝑛 +

4

5
 − 𝑢𝑛  

=
−4

5
𝑢𝑛 +

4

5
=
−4

5
 𝑢𝑛 − 1  

 :إذن المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن مترافقٌن 

  
𝑧1 =

8 − 6𝑖

2
= 4 − 3𝑖

𝑧2 =
8 + 6𝑖

2
= 4 + 3𝑖

  

∶       𝑇𝐵𝐶 :  معرفة بما ٌلً 𝑇لدٌنا الإزاحة     𝒫   ⟼   𝒫                 

𝑀 𝑧   ⟼   𝑀′ 𝑧′ 
 

1 
1 

2 2 

2 

2 

2 

 أ أ

 ب

 ج

 ب
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ٌِّن أن الخارج  𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ لكً نبرهن على أن     متتالٌة هندسٌة عادة ما نُب
𝑣𝑛+1

𝑣𝑛
  .ℕ من 𝑛  ثابت كٌفما كان 

  متتالٌة هندسٌة أساسها 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ :  إذن 
1

5
.  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀ :    أي  =  𝑢0 − 1  
1

5
 
𝑛

 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀ :   ٌعنً  =  
1

5
 
𝑛

 

𝑣𝑛:  لدٌنا  = 𝑢𝑛 − 𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀   و  1 =  
1

5
 
𝑛

   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :      إذن  − 1 =  
1

5
 
𝑛

 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :     أي  = 1 +  
1

5
 
𝑛

 

 نلاحظ أن  
1

5
 
𝑛

 1  متتالٌة هندسٌة أساسها عدد حقٌقً موجب و أصغر من 

. 

 التمرٌن الرابــــع 

عندما نسحب عشوائٌا و فً آن واحد ثلاث بٌدقات من كٌس ٌحتوي على 

𝐶9تسع بٌدقات فإنه توجد  
        .  نتٌجة ممكنة لهذه التجربة العشوائٌة 3

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:  ٌعنً  𝐶9
3 = 84                                                

 . هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ωبحٌث 

 .ٌحتوي الكٌس على ثلاث بٌدقات سوداء و ست بٌدقات تخالف اللون الأسود 

عندما نسحب عشوائٌا و فً آن واحد ثلاث بٌدقات من هذا الكٌس   : إذن 

ٌُحتَملُ   :فإنه 

  .3 و 2 و 1 و 0:  هً 𝑋إذن القٌم التً ٌأخذها هذا المتغٌر العشوائً 

= 𝑋 Ω:     أو بتعبٌر أجمل   0,1,2,3  

𝑋 الحدث   =   هو الحصول على بٌدقة سوداء واحدة و الأخرٌٌن  1

 :  إذن  .تخالفان اللون الأسود 

  

𝑋 :  الحدث  =   هو الحصول على بٌدقتٌن سوداوٌن و بٌدقة ثالثة  2

 : إذن نحصل على . تخالف اللون الأسود 

 :  لدٌنا 
𝑣𝑛+1

𝑣𝑛
=
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛 − 1
=

1
5
 𝑢𝑛 − 1 

 𝑢𝑛 − 1 
=

1

5
 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀  :    إذن 
𝑣𝑛+1

𝑣𝑛
=

1

5
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :     أي    𝑣𝑛+1 =
1

5
 𝑣𝑛  

lim :   إذن 
𝑛∞

 
1

5
 
𝑛

= 0 

lim :       و منه 
𝑛∞

𝑢𝑛  = lim
𝑛∞

 
1

5
 
𝑛

+ 1 = 0 + 1 = 1 

ٌُكتب على شكل 𝑛و منه فإن حدها العام       : 𝑣𝑛 = 𝑣0  
1

5
 
𝑛−0

 𝑣 

 
N 

N 
N 

V 
V 

B 
B 

B B 

=
𝐶3

3

84
+
𝐶4

3

84
=

1

84
+

4

84
=

5

84
 

𝑝 𝐴 = 𝑝  = 𝑝  أو   
ثلاث بٌدقات 

من نفس 

 اللون

ثلاث 
بٌدقات 
 سوداء

ثلاث 
بٌدقات 
 بٌضاء

= 𝑝  + 𝑝   
ثلاث 

بٌدقات 
 سوداء

ثلاث 
بٌدقات 
 بٌضاء

=

𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+

𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

ثلاث 
بٌدقات 
 سوداء

ثلاث 
بٌدقات 
 بٌضاء

𝑝 𝐵 = 𝑝  = 𝑝   و   و    

=
𝐶3

1 × 𝐶2
1 × 𝐶4

1

84
=

3 × 2 × 4

84
=

2

7
 

ثلاث 
بٌدقات 
مختلفة 

2à2 

بٌدقة 
سوداء 
 واحدة 

بٌدقة 
خضراء 
 واحدة 

بٌدقة 
بٌضاء 
 واحدة 

بٌدقتان 
 سوداوان

بٌدقة 
تخالف 
 الأسود

𝑝 𝑋 = 2 = 𝑝 =   و   
𝐶3

2 × 𝐶6
1

84
 

=
3 × 6

84
=

3

14
 

بٌدقة 
سوداء 
 واحدة

بٌدقتان 
تخالفان 
 الأسود

𝑝 𝑋 = 1 = 𝑝 =   و   
𝐶3

1 × 𝐶6
2

84
 

=
3 × 15

84
=

15

28
 

 

𝑋 :  ألا نحصل على أٌة بٌدقة سوداء  = 0    
𝑋 :  أو نحصل على واحدة سوداء و بٌدقتٌن تخالفات الأسود  = 1    
𝑋 :  أو نحصل على بٌدقتٌن سوداوٌن و بٌدقة ثالثة غٌر ذلك  = 2     

𝑋 :  أو نحصل على ثلاث بٌدقات كلها سوداء  = 3    

 :  المتتالٌة المعرفة بما ٌلً 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ لتكن 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 

3 

3 

2 

2 

1 

 ب

 أ

 ب

 أ
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𝑝 𝑋:  لقد حصلنا لحد الآن على  = 1 =
15

28
𝑝 𝑋  و   = 2 =

3

14
.    

𝑝 𝑋:  لنحسب إذن  = 𝑝 𝑋  و   0 = 3 .   

𝑋 الحدث   =   هو الحصول على ثلاث بٌدقات كلها تخالف اللون الأسود  0

. 

𝑋 و الحدث   =  .  هو الحصول على ثلاث بٌدقات كلها سوداء  3

 المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋و بالتالً قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

: 

 التمرٌن الخامس 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  = 𝑔 𝑥:  لدٌنا  .  ∞+ 𝑥2 − 𝑥 − ln 𝑥 

𝑥∀ :     و نلاحظ أن  > 0   ;   2𝑥 + 1 > 0 

𝑥   تتعلق فقط بإشارة  𝑔′ 𝑥إذن إشارة   − 1 .  

 :    فً الجدول التالً 𝑔نلخص تغٌرات الدالة : إذن 

 : من خلال هذا الجدول نلاحظ أن 

;0  على المجال  𝑔 قٌمة دنوٌة للدالة 0إذن  +∞ .   

;𝑥 𝜖  0 ∀:   ٌعنً  +∞   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0 

𝑝 𝑋 :   إذن  = 0 =
𝐶6

3

84
=

20

84
=

5

21
 

𝑝 𝑋 :    إذن  = 3 =
𝐶3

3

84
=

1

84
 

 2𝑥 + 1  𝑥 − 1 = 2𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1 = 2𝑥2 − 𝑥 − 1 

𝑔′ 𝑥 = 2𝑥 − 1 −
1

𝑥
=

2𝑥2 − 𝑥 − 1

𝑥
=
 2𝑥 + 1  𝑥 − 1 

𝑥
 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :   لدٌنا  +∞   ;   𝑔′ 𝑥 =
 2𝑥 + 1  𝑥 − 1 

𝑥
 

                 𝑋 التطبٌق 𝑋نقصد بقانون احتمال المتغٌر العشوائً 

;0 المعرف على المجموعة   1; 2;                    0,1   نحو المجال  3

𝑝 𝑋 باحتمال حدوثها  𝑋 من قٌم 𝑘و الذي ٌربط كل قٌمة  = 𝑘 .   

𝑃 

𝑃𝑋  ∶    0; 1; 2; 3   ⟼   0,1 

0  ⟼  𝑃𝑋 0 =
5

21

1  ⟼  𝑃𝑋 1 =
15

28

2  ⟼  𝑃𝑋 2 =
3

14

3  ⟼  𝑃𝑋 3 =
1

84

 

N’oubliez  surtout pas la clé de control et vérifier 

éventuellement la chose suivante :                              

                     𝑃𝑋 0 + 𝑃𝑋 1 + 𝑃𝑋 2 + 𝑃𝑋 3 = 1                                  

C’est une clé de control pour certains, certes. Mais aussi 

c’est une boite noire  pour autrui.  

lim :    و لدٌنا 
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥2 − 𝑥 − ln 𝑥  

= 0 − 0 − ln 0+ = 0 − 0 −  −∞ = +∞ 

𝒙 

0 

0 

𝑔 

− 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

1 

 𝑔  0  تناقصٌة على المجال; 1 .   

 𝑔  1  تزاٌدٌة على المجال; +∞ .   
   و𝑔 1 = 0.   

lim :   لدٌنا 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥2 − 1 −  ln 𝑥 2  

= 02 − 1 −  ln 0+ 2 

= 0 − 1 −  −∞ 2 

= 0 − 1 −  +∞  

=  −∞  

𝑥إذن نقول أن المستقٌم ذو المعادلة  =     (ٌعنً محو الأفاصٌل ) 0

  .  بجوار الصفر على الٌمٌن         مقارب للمنحنى  
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

lim :   لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥2 − 1 −  ln 𝑥 2  

= lim
𝑥→+∞

𝑥2  1 −
1

𝑥2
−  

ln 𝑥

𝑥
 

2

  

=  +∞ ×  1 − 0 − 02  

=  +∞  

lim :   و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

 𝑥2 − 1 −  ln 𝑥 2 

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

 𝑥 −
1

𝑥
−
 ln 𝑥 2

𝑥
  

= lim
𝑥→+∞

𝑥  1 −
1

𝑥2
−  

ln 𝑥

𝑥
 

2

  

=  +∞  1 − 0 − 02  

=  +∞  

  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه                         من النهاٌتٌن نستنتج أن

  .∞+محور الأراتٌب بجوار 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝑥:  إذا كان  = = 𝑔′ 𝑥:    فإن 1 0   

𝑥:  إذا كان  > < 𝑔′ 𝑥:    فإن 1 0   

𝑥:  إذا كان  < > 𝑔′ 𝑥:    فإن 1 0   

lim :    و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥2 − 𝑥 − ln 𝑥  

= lim
𝑥→+∞

𝑥  𝑥 − 1 −
ln 𝑥

𝑥
  

=  +∞  +∞− 1 − 0 = +∞ 

2 

II 1 

I II 1 

I 
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;0  عنصرا من 𝑥لٌكن  = 𝑓 𝑥:     لدٌنا  .  ∞+ 𝑥2 − 1 −  ln 𝑥 2 

;𝑥 𝜖  0 ∀:      أن  𝐼  3 نعلم حسب السؤال  +∞   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  +∞   ;   𝑓′(𝑥) ≥ 0 

;0  تزاٌدٌة على المجال  𝑓الدالة : إذن  +∞ .   

 :   و هو ما ٌوضحه الجدول التالً 

 :  تُكتَبُ على الشكل التالً  𝐴 1,0 للمنحنى فً النقطة  ∆ معادلة المماس 

𝑓:     و لدٌنا  ′ 1 = = 𝑓 1    و    2 0 

∶ ∆ :    إذن المعادلة الدٌكارتٌة للمماس تصبح  𝑦 = 2 𝑥 − 1 + 0 

∶ ∆ :     أي  𝑦 = 2𝑥 − 2 

𝑥إذن  ⟼ 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 دالة أصلٌة للدالة  1 ⟼ ln𝑥 0   على; +∞ .  

;𝑥 𝜖  0 ∀ :    إذن  +∞   ;    
𝑔(𝑥)

𝑥
+ 1 =

1

2
𝑓 ′(𝑥) 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :    إذن  +∞   ;   2  
𝑔(𝑥)

𝑥
+ 1 ≥ 0 

𝑓 :    إذن  ′ 𝑥 = 2𝑥 − 2 ln 𝑥  
1

𝑥
  

= 2 𝑥 −
ln 𝑥

𝑥
  

 :    و لدٌنا من جهة أخرى 

𝑔(𝑥)

𝑥
+ 1 =

𝑥2 − 𝑥 − ln 𝑥

𝑥
+ 1 = 𝑥 − 1 −

ln 𝑥

𝑥
+ 1 

=  𝑥 −
ln 𝑥

𝑥
 =

1

2
𝑓 ′(𝑥) 

𝒙 0 

𝑓 

𝑓′(𝑥) + 

+∞ 

−∞ 

+∞ 

 ∆  ∶  𝑦 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓(1) 

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن   : لدٌنا   .  ∞+

 𝑥 ln 𝑥 − 1  
′

= 1 ln 𝑥 − 1 + 𝑥 ln 𝑥 − 1 ′  

= ln𝑥 − 1 + 𝑥  
1

𝑥
  

= ln𝑥 − 1 + 1 = ln 𝑥 

= ln𝑥 

ln𝑥  :   و سوف نستعمل هذه النتٌجة لحساب التكامل   𝑑𝑥
𝑒

1

 

  ln 𝑥 2 𝑑𝑥
𝑒

1

=  1 
𝑢′

∙  ln 𝑥 2    
𝑣

𝑑𝑥
𝑒

1

=  𝑢𝑣 −  𝑢𝑣′ 

=  𝑥 ln 𝑥 2 1
𝑒 − 𝑥 2 ln 𝑥  

1

𝑥
 𝑑𝑥

𝑒

1

 

=  𝑥 ln 𝑥 2 1
𝑒 − 2 ln 𝑥 𝑑𝑥

𝑒

1

 

= 𝑒 ln 𝑒 2 − 1 ln 1 2 − 2 × 1 

= 𝑒 − 0 − 2 

= 𝑒 − 2 

   . ∆   و المستقٌم    فٌما ٌلً بعض الصور التذكارٌة للمنحنى     
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C  ∆  

;1 :   و ذلك لأن  𝑒  ⊂   0; +∞     

 ln𝑥  𝑑𝑥
𝑒

1

=  𝑥 ln 𝑥 − 1  1
𝑒  

= 𝑒 ln 𝑒 − 1 − 1 ln 1 − 1  

= 𝑒 1 − 1 − 1 0 − 1  

= 0 − 1 −1  

= 1 
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;0  دالة تزاٌدٌة على المجال  𝑓و لدٌنا  +∞   .  

 تتغٌر كما ٌلً 𝒜فإن المساحة . لاحظ أنه عندما نغٌر وحدة المعلم  : ملاحظة

. 

 .لذلك وجب الإنتباه إلى وحدة المعلم و كٌفٌة استعمالها 

           مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى  𝒜لتكن 

𝑥:  و محور الأفاصٌل و المستقٌمٌن  = 𝑥  و  1 = 𝑒   

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝒜 :    إذن  =   𝑓(𝑥)  𝑑𝑥
𝑒

1

 

𝑥 ≥ 1  ⟹   𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(1) 

⟹   𝑓(𝑥) ≥ 0 

⟹   𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 : إذن 

 : نكتب 𝒜إذن بالعودة إلى المساحة 

𝒜 =   𝑓(𝑥)  𝑑𝑥
𝑒

1

=  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝑒

1

 

=   𝑥2 − 1 −  ln 𝑥 2  𝑑𝑥
𝑒

1

 

=  𝑥2𝑑𝑥 −  1
𝑒

1

𝑑𝑥 −   ln 𝑥 2
𝑒

1

𝑑𝑥
𝑒

1

 

=  
𝑥3

3
 

1

𝑒

−  𝑥 1
𝑒 −  𝑒 − 2  

=
𝑒3

3
−

1

3
− 𝑒 + 1 −  𝑒 − 2  

=
𝑒3

3
− 2𝑒 +

8

3
 

≈ 3,92  𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

≈ 3,92  1 𝑐𝑚 2 

≈ 3,92 𝑐𝑚2 

 

𝓐 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

=  𝑖 نُغٌر وحدة المعلم و نأخذها تساوي مثلا    𝑗  = 3 𝑐𝑚 .   

 :  تصبح 𝒜 إذن      

𝒜 ≈ 3,92  𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

≈ 3,92  3 𝑐𝑚 2 

≈ 3,92 × 9 𝑐𝑚2 

≈ 35,28 𝑐𝑚2 

II 4 ج 
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